Produit scalaire et norme

Définitions
Soient V = (v1,...,V,), W= (wq,...,w,) € R",
. . Lo _ _ de
@ Le produit scalaire de v et w est le nombre VvV-w = wviw +...v,w,.
= _, def =—=
o La norme de v est le nombre  ||V|| = V-V =4/VZ+ o+ V2.

def -
= [[Vv—w]|.

o La distance entre vV et w est le nombre  d(V, w)

Propriétés
Soient i, vV, w € R" et a € R.
QV|=0 & V=0

Q [lav]| = lo|||¥|
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(de norme 1).
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Orthogonalité

Soient vV, w € R" et W < R"” un s.e.v.
@ V est orthogonal @ wsi V- w = 0. On note v L w.
@ V est orthogonal a W si vV est orthogonal 3 tout w € W.

@ Le complément orthogonal de W est |'ensemble des vecteurs orthogonaux a W :

wt % Gern v m—0, vwew).

A\,

Théoréme
Soit W < R” un s.e.v. Alors
o W estuns.ev. deR" o (WhHt=w
o Wn Wt ={0} o dim(W) +dim(W+) = n )

Si A€ Mpxn, alors  (Im(A))* = Ker(AT). Pratique quand W = Span{aj, ..., ax} = Im(A). )




Projection orthogonale et bases orthogonales

Soient W < R" un s.e.v. et vV € R"\W. La projection orthogonale de V sur IV est le seul

vecteur Proj,, (V) € R” satisfaisant

Projy (V) e W et ¥ — Proj,, (V)e W'

.

Une famille ou base de vecteurs {vi,..., vk} € R" est
o orthogonalesi V;-vi=0, V1<i#, <k

e orthonormale si, de plus, ||Vi]| =1, V1</i<k.

A\,

Soient W c R" un s.e.v. et B = {51, ceey Ek} une base orthogonale de W. Alors pour tout
v € R", on peut écrire Lo
e z - def V- b .
Projy, (V) = Bib1 + ... 0kbk, avec f5; = V1<i<k
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Algorithme de Gram-Schmidt

Théoréme

Soit une base B = {51, o Ek} d'un s.e.v W < R". Alors on peut construire une
base orthogonale C = {c, ..., ¢} de W de la maniére suivante :

o & def by, W def Span{c,},

o & % B _Projy(B), W L spanfa,al,

o & % 5 _Proj), W € spanfa,a.a),

o & % B _Proj, (), W % spania.a,...cl,

) Ek d:ef bk — ProjWk 1<Ek)




La méthode des moindres carrés

Théoréme

La projection orthogonale de v sur W est le vecteur qui minimise la distance entre v et W,
c'est a dire
IV = Projy (V)|| < |[V—w]||, VweW.

\,

Théoréme

Si le systéme linéaire AX est incompatible, alors la solution X € R” de I'équation normale
ATAR = ATh
minimise la distance entre AX et b, c'est a dire

|IA% — b|| < ||AX—b||, V XeR".

On appelle X la solution au sens des moindres carrés de Ax = b
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Droite de régression

Définition
Soient un ensemble de points (x1,y1), (X2, y2), - .. (X, yx) € R2. La droite de régression de ces

points est la droite y = mx + h qui les approche aux mieux.

On peut calculer X = (m, h) en cherchant la solution au sens des moindres carrés du systéme

xp 1 n

xe 1 Yk




