
Produit scalaire et norme

Dé�nitions

Soient v⃗ � pv1, . . . , vnq, w⃗ � pw1, . . . ,wnq P Rn.

Le produit scalaire de v⃗ et w⃗ est le nombre v⃗ � w⃗ def� v1w1 � . . . vnwn.

La norme de v⃗ est le nombre ||v⃗ || def�
?
v⃗ � v⃗ �

a
v2
1
� � � � � v2n .

La distance entre v⃗ et w⃗ est le nombre dpv⃗ , w⃗q def� ||v⃗ � w⃗ ||.

Propriétés

Soient u⃗, v⃗ , w⃗ P Rn et α P R.

1 v⃗ � w⃗ � w⃗ � v⃗
2 pu⃗ � v⃗q � w⃗ � u⃗ � w⃗ � v⃗ � w⃗
3 pαv⃗q � w⃗ � αpv⃗ � w⃗q

4 ||v⃗ || � 0 ô v⃗ � 0⃗

5 ||αv⃗ || � |α|||v⃗ ||
6

1

||v⃗ || v⃗ est unitaire (de norme 1).



Orthogonalité

Dé�nitions

Soient v⃗ , w⃗ P Rn et W � Rn un s.e.v.

v⃗ est orthogonal à w⃗ si v⃗ � w⃗ � 0. On note v⃗ K w⃗ .

v⃗ est orthogonal à W si v⃗ est orthogonal à tout w⃗ PW .

Le complément orthogonal de W est l'ensemble des vecteurs orthogonaux à W :

WK def� tv⃗ P Rn : v⃗ � w⃗ � 0, @w⃗ PW u.

Théorème

Soit W � Rn un s.e.v. Alors

WK est un s.e.v. de Rn

W XWK � t⃗0u
pWKqK �W

dimpW q � dimpWKq � n

Si A P Mm�n, alors pImpAqqK � KerpAT q. Pratique quand W � Spanta⃗1, . . . , a⃗ku � ImpAq.



Projection orthogonale et bases orthogonales

Dé�nitions

Soient W � Rn un s.e.v. et v⃗ P RnzW . La projection orthogonale de v⃗ sur W est le seul

vecteur ProjW pv⃗q P Rn satisfaisant

ProjW pv⃗q PW et v⃗ � ProjW pv⃗q PWK.

Une famille ou base de vecteurs tv⃗1, . . . , v⃗ku � Rn est

orthogonale si v⃗i � v⃗j � 0, @ 1 ¤ i � j ¤ k

orthonormale si, de plus, ||v⃗i || � 1, @ 1 ¤ i ¤ k.

Théorème

Soient W � Rn un s.e.v. et B � tb⃗1, . . . , b⃗ku une base orthogonale de W. Alors pour tout

v⃗ P Rn, on peut écrire

ProjW pv⃗q � β1b⃗1 � . . . βk b⃗k , avec βi
def� v⃗ � b⃗i

||b⃗i ||2
, @ 1 ¤ i ¤ k.



Algorithme de Gram-Schmidt

Théorème

Soit une base B � tb⃗1, . . . , b⃗ku d'un s.e.v W � Rn. Alors on peut construire une

base orthogonale C � tc⃗1, . . . , c⃗ku de W de la manière suivante :

c⃗1
def
� b⃗1, W1

def
� Spantc⃗1u,

c⃗2
def
� b⃗2 � ProjW1

pb⃗2q, W2

def
� Spantc⃗1, c⃗2u,

c⃗3
def
� b⃗3 � ProjW2

pb⃗3q, W3

def
� Spantc⃗1, c⃗2, c⃗3u,

...

c⃗i
def
� b⃗i � ProjWi�1

pb⃗iq, Wi
def
� Spantc⃗1, c⃗2, . . . , c⃗iu,

...

c⃗k
def
� b⃗k � ProjWk�1

pb⃗kq.



La méthode des moindres carrés

Théorème

La projection orthogonale de v⃗ sur W est le vecteur qui minimise la distance entre v⃗ et W ,

c'est à dire

||v⃗ � ProjW pv⃗q|| ¤ ||v⃗ � w⃗ ||, @ w⃗ PW .

Théorème

Si le système linéaire Ax⃗ est incompatible, alors la solution x̂ P Rn de l'équation normale

ATAx̂ � AT b⃗

minimise la distance entre Ax⃗ et b⃗, c'est à dire

||Ax̂ � b⃗|| ¤ ||Ax⃗ � b⃗||, @ x⃗ P Rn.

On appelle x̂ la solution au sens des moindres carrés de Ax⃗ � b⃗



Droite de régression

Dé�nition

Soient un ensemble de points px1, y1q, px2, y2q, . . . pxk , ykq P R2. La droite de régression de ces

points est la droite y � mx � h qui les approche aux mieux.

On peut calculer x̂ � pm, hq en cherchant la solution au sens des moindres carrés du système
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x1 1

x2 1
...

...

xk 1
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x̂ �
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y1

y2
...

yk
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